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RESUMO
Esta dissertação estabelece para cada par m e n 
de números inteiros Impares, para todo grupo alternado A^ com 
k>4, e para toda f £ A^ . que a equação f ..= xnym tem solu-
-  2
ABSTRACT
This dissertation establishes for every pair m and
n of integers odd, for ali alternative group A^ , with k > 4,
and for ali f € A^ that the equation f = xnym has a solu- 
tion < x , y >  6 A ^  .
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INTROVUÇAQ
0 /ieAultado psvincípaJt d ute . thabaJLho e. o to.oh.ma. 
&Q, encontsui no capZtiLÍo III , cujo enunciado e. o segu inte
Se.ja k um hvteÁJio maloh. do que.. quatsio . Sejam
tnteÂAoò AjnpafiQJi . Su ja  l  , Então a e.quação & -  xn y m
~ ■ 2 luçao <  x , y >  € .
E-óíe te.oh.ma Aeóponde a duas peAguntaò de. Rogeh. 
que. eòcAeveAemoò no capZtuXo II ,
3,14 que.
m e. n 
tem a o-
Lyndon
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CAPITULO 7 - GENERAL1VAVES
Nes te capZtulo tntAoduziAemos convenções e notaçoes qu.e u tt  
lizaAemos no pAesente tAabalho , Alem cUsso f apAesentaAemos defitní- 
çõeò e pAopAiedades especificas da obtea. objeto do estudo /lecutízado .
Seja X um conjunto aAbitAÕAÍo . Então 6eu númoAo caAdi- 
nal e denotado poA fx | Se. X e V são conjuntos então X -V  
denota o conjunto { x '■ x d X e x tf. y } ,
Neste tAabalho w AepAesenta o conjunto { 0 , 1 , 2 , . . . }  
e o símbolo 7L denota o conjunto -2 , -^ 1 , 0 , 1 , 2 ,
PaAa k £ a) , o símbolo k denota o conjunto { *x : x € w e x < k )  
e tarnbm denota a caAàtínatidade 'do conjunto k .
Chamamos de peAmutação de um conjunto X se e Somen-
te se á £ uma btjeção de X em X .
0 conjunto de todas as peAmutações de um conjunto X é
conhecido como o gAupo simetAÍco de X e anotaAemos S  ^ ; is to  
e , S^ = { : ú £ peAmutação do conjunto X } .. Ê bem conhecido 
que |S^ | = k l  pana quaJtqueA k € w .
A composição da AeZação binaAÍa com a Aelação binÕAÍa -
g senã denotada simplesmente poA £ g . Então i g ~ i < x , y >  .* e- 
x ls te  z com < x , z >. Ç g e com < z , y > £ } . Se i  e g são 
funções , então (ó g )U l =  ^(g (x) ] quando x £ Vom(g) enquanto g(x)
£ Vomiú) • Quando hã exatamente um y t a l que < x , y > £ l  então 
o' símbolo $(x) estã definido e denota y .
1.01 - Definição: Seja H Q S^ , onde X e um conjunto qualqueA . 
ViAemos que H e dÁsjunto como peAmutações e anotaAemos dcp , se  
e somente se pajwi cada paA f e g de elementos d ist in to s de H 
temos paAa todo x € X que x = f [x)  ou que x = g(x) .
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Velo [ 14 ; Lma 1,3 ] temo* que òe H e dcp e -óe tf 
e g -óao eZmentoò de H , então tfg = gtf .
7.02 - Ve^tnição: CkamamoA tf um cXc£o não tA lv ia l de um conjunto 
X i>e e òomente òe tf 6 e exÁAte x € X ía£ que tf(x)  ^x en­
quanto tf(y] = y paA.a cada y € X - {  tf^tx) .* -c € Z  } .
O comprimento de um clcZo não tAÁ.vÁ.at tf e o numen.o coa-
dinaJt do conjunto { tf^U) •* t  € TL ) quando tf(x) í  x e deòtgnanmoA
pon. /tf/ . Quando |{ t f^fx) : l  6 2Z}\ = k pana 1 < k 6 oi e quando
tf € , então tf 2 dito um k - aia£o em X e tf pode aqa eá-
2 fe.-7cnÃto na faohma ( x tf(x) tf (x) . . .  tf (x )) quando x # tf(x) ou 
m aii genalmente pon. ( t f^(x) t f " ^  (x) . . .  t f ^  (x ) x tf(x) tf^(x) 
t f^"7 ( x ) ) quaZqueA que òeja  t  £ k .
PaAa qualquen conjunto X , a exp>i2A&ão tdl-X n.epn.eóenta o 
conjunto { < x , x > :  x Ç X } . Chamamoò td\-X de ctcJLo tAÍvtaZ em X 
ou ctcJLo de compnÃmento um ...em X .
A -òegulnte de^tntção depende de [1 4  ; Lema 7 .5 ] ,
Seja X um conjunto an.bÁXnânÁ.0 e &>eja tf € . Então e- 
xÁÁte um untco conjunto C dcp de ctcZoi não tAÁvÃa-cò em X , t a l  
que pana cada x €  X temot> que , òe tf(x ) í  x então extòte exata­
mente uma g € C com tf(x) = g[x) , maò òe tf(x) = x então g(x) = 
x paAa cada g € C .
7.03 - Notação: 0 conjunto C mencionado no panâ.gna&o anteAÍon. , de- 
nota/iemoò pon. (tf) .
Õò elementoò de C^ (tf) òão chamados componentes clcticaò de
i  .
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ObseAvaçao: Se. { f,g  5^ e evidente que f  ~g se  e 
somente se  ^) = C (^g) .
Se. X  ^ y , com X e y conjuntos , então C-yif) ^ Cy[g) 
= <j> qualqueA que. seja < f ,g  > € S^ * Sy , jã  que. uma das peAmutaçõei 
f  ou g pode teA pontos f ix o s  que a outAa não tem , mesmo que 
f [ x )  =g(x )  quando x í  f [ x)  .
1.04 - Definição: PaAa f  € a expressão X$f denota o conjunto 
{ x : f (x)  í  x 6 X } e X$f e chamado supoAte de f  em X .
1.05 - Definição: A peAmutação f  de X e chamada c íc lic a  se  e 
somente se ambos = f  ^ £ X ^  = X .
ObseAvações: S  ^ contem uma peAmutação c íc lic a  se e somente 
se  i X| * |o)| ,
PaAa 0 < k € ü) o conjunto S^ contem exatamente ( k -  1 ) l  
peAmutações c íc lic a s .
1.06 -  Definição: PaAa 0 < k € w a expAessão c^  denota a peAmdta- 
ção cZcJUca ( 0 1 2  . . .  k-2 k^1 ) do conjunto k .
As seguintes id é ia s encontramos e em [ 7 2  ] .
1.07 -  Definição: Sejam f  e g Aclaçõeó binaAias , DiAemos que f  
e isomÕAfica bigAaficamente com g e AepAesentaAemos poA f  -  g se  
e somente se existem um conjunto X e h 6 S^ t a l que f  = 
{< h(x) ,h[y) > : <x ,y  > £ g } .
ObseAvações: Temos que -  é iuma Aelação de equivalência e 
que f  -  f~  ^ pa/ia qualqueA peAmutação f  ,
Se tf e g òão j  - cicZoò de k , então é ~ 9 quan­
do 0 ■£■ j  < k £ iú ,
Pana { tf,g } Q  Sy pana aJLgum conjunto X , temoò peJLo
[ J2 ; Conoiânlo do Teorema 1 ] que tfgtf"* - g e que lè - Q& •
1.08 - Vel-íwLçã.0 '- Seja tf € S^ , Então tf e chamada de Á.nvo£uç.ão de
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X òe e òomente òe tf = -íd l- X ,
Õbò eAvaçõeò: Seja tf £ S^ , Então tf e uma Znvolução de X 
òe e òomente òe oò elementoò do conjunto C^ (tf) òão 2 - cá.cZ oò ,
Alem dJj>òo , pa/ia todo n £ 7L temoò que tf^n+* = tf òe tf S uma 
tnvolução .
1.09 - Ve^-inição: Seja  tf £ 5  ^ , Então tf é cLcta tnanòpoòtção de X 
-òe e òomente òe tf = ( x y ) pa/ia algum { x , if  } Ç X  com x í  y .
Pana 0 < k £  w e pana tf € , de^-ínxmoò 4^ (.tf) = k ~ |{ x ; 
tf(x) = x }| -  |Cfe(tf)| .
1.10 -  Ve^-inição: Seja  tf € S^ com 1 < k £ u . Chamamoò a peAmutação 
tf de pan. òe. e òomente òe a panÃ.dade do ÁjvteJjio c pan. ; 
caòo contnaAlo f chamamoò . tf de Impan. .
Õò tn.eA> neAu&tadoò òeguÁ.nteò òão eAcJLanecÁjmeyvtoò de [ 10 ;
Teonema 4.71 ] .
1.11 - Lema: Seja tf £ S^ com 0< k £ to . Então exÁAtem tnanò- 
poòlçoeÁ t-j f 12 y . . .  y 1 1| |  ^| de Iz ta^ cò que tf = t-j t  ^ . • • 1 1| ^^  j .
Vemonòtnação: Seja ( Xj x  ^ . . .  Xy_j x - ) uma componente j  - cu.c£o 
de tf . Õbòen.vamoò que ( Xj x  ^ . . .  x .^_j X j ) = ( Xj x  ^ ) ( x  ^ x  ^ )
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. . . [  x - „ x-  , )( x - 1 x-  ) , k&òÁrn notamoò que qualqueA j  - ctcloj -L j - I  j  I j
g de. k com j  > 1 , pode. &eA escAÃXo g = T-j T  ^ . . .  T>_j , onde.
ot, T . &ão tAonòpobiçoes de. ' k e onde k$g = U { k$T. : 0 < i  < j  } .
Eòte pAoceSòo pAoduz uma fatoAÍzação de. f em m - |C^ (^ ) | tAanò-
po-ôiçdes , onde. m denota o iomatÔAlo do* compAunentoò dos componen-
<
tes clcLLcas de i  . Moó e. ctaAo que m = k - |{ x : á(x ) = x} |  .
Â4-6XJH obòeAvamoò que m - I (á) I = ;=)4: íá ) £ í ag- 4^1^)  = k - |{ x :
í l x )  = x )  | - |Cfe(rf)| . 0
7.72 - Lema: Sejam 1 < k d u e h € S^ . Seja ( x ,y }C fe  com x f  y. 
Seja g -  h [ x y ) € S^ . Se exÁste u €. C [^h) t a l  que {x ,y }  Q  k$u 
então 4^(9) = # ( f r )   ^ 1 ; caso contAÔAio 4^ [g) = 4  ^[h] + 7 .
VemonátAação: Usando um exemplo paAadígma h = { 0 7 2 3 )( 4 5 6 )  
( 7  8 ) ( 9 ) ( 70 ) €■ S j  j , moòtAOAemoò que 0 lema í>egue ,
Caso J : { x y ) = ( 0 7 ) , Então g -  h ( 0 7 ) = ( 0 2 . 3 )  ( 7 )  
( 4  5 6 ) ( 7 S ) ( 9 ) ( 70 ) . Vohtanto #  (g) = 5 = 6 - 7 = #  (fe) - I . 
Neste coso ( x , y } ^ k $ u  .
Coóo I I  : ( x (/ ) = ( 0 2 ) . En^ âo g = h l 0 2 ) = ( 0 3 ) ( 7  2 )  
( 4  5 6 ) ( 7 8 ) ( 9 ) ( 7 0 ) . Fo^ta^o 41= (g) = 5 = 6 - 7 = #  [h] - 7. 
Neste caso tombem {x ,y}ç^k$u .
Caso I I I  : ( x  y ) = [ 3 4 ) . Então g = h ( 3 4 ) = [ 0 7 2 3 5
6 4 ) ( 7 8 ){ 9 ){ 10 ) . PoAtanto # (g) = 7 = 6 + 7 = # (k) + 7 , Weó- 
coóo não exÁste u € (h) com (x ,y}Ç^k$u .
Caso IV : ( x t/ ) = ( 8 9 ) . Então g -  h ( 8 9 )  = ( 0  7 2 3 )
( 4  5 6 ) ( 7 S 9 ) ( 7 0 ) . Vohtanto #  (g) = 7 = 6 + 1 = ^  ih) + 1 . 
Neste coso também não existe  u €  C l^h) com {x,y}Ç^k$u .
Caso V : ( x  y ) = [ 9 7 0 ) .  Então g = h [ 9 1 0 )  = [ 0  1 2 3 )  
( 4  5 6 )( 7 S )( 9 70 ) . Potóm^o #  (g) = 7 = 6 + 7 = #  (/i) + 7 .
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FA.nalme.nte, neste  coóo também não ex-cite. u. G C^[h) com { x , t / } £  k$u , []
Segundo [ 10 ] , o seguinte teorema e sua demonstração e 
devido a Augustin Cauchy ,
m1.13 - Teorema: Sejam 1 < k G w e tf € S^ , Sejam T^  f T  ^ , .•. , T  
transposições de k taJj> que tf = T j  . Então o In te iro  
#(tf) + m e paA ,
Demonstração: Seja n = (tf) • Pelo lema 1.11 exh>tem transposições
t j  , t^ , . . .  , t  em k ta is  que tf = t^ t^ . . .  t  . Segue que
Id  h k = tf tf-7 = t .  t„  . . .  t  ( T 1 T„ . . .  T )^  == t .  t„  . . .  t  T~* . . .  T -*  T “7 uu 7 2  n 1 2 m 1 2  n m 2 7
= t j  ^  . . .  t  , . .  T^ T j  . Aplicando o lema .7.72 m uezeó , segue 
que 0 = # (  tdf- k ) = # (  t ? t 2 . . .  t n Tm . . .  T 2 T ] ) = # ( t f )  + ( ±7 . . .±7 )  
onde a ultima expressão entre parênteses tem exatamente m termos . 
Entretanto , jã  que (-1) e 7 são In te iro s  Impares , a paridade 
do somatório nos re fe ridos parentes es e a meòma que a paridade de 
m . Jã que n + m = 0 e que 0 e um In te iro  par , Inferim os que 
a paridade de m e a meòma do que a de n . 0 teorema segue . D
1.14 - Ve^lnlção: Seja 7 < k G oi . Então A^  denota o. conjunto 
{ tf : tf G S^ e tf e par} , Este conjunto e conhecido como grupo 
alternado .
7.75 - Proposição: Seja 7 < k G tu , Então |A^ | = \S^\/2 = fe|/2 .
Demonstração: Seja i|> : ^ d e f i n i d a  por ip : tf «-tf ( x y ) , 
onde tf G A^  e onde { x, y } Q k com x í  y ,
Se iMtf) = ^(3 ) então i [ x y ) = g [ x y )  e portanto 
tf = t f ( x  y ) ( x y ) = g ( x y ) [ x y ) = g . Mostramos assim que \p 
e InjetÃva .
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£ claro que Dom[ip) -  A^  e Rng (ip) Q  , Mas , se h
€ S^~A^, eKLíão g € A^  quando g = h [ x y ) e temos que (g} = k , 
Segue-se que Rng(ip) = S^-A^ .
Concluímos que \p : A^  -+S^A^ e uma bljeção e portanto que
lAfJ = lS / T AfJ * <i“e- k l = \sk \ = |Afe| + = 2 l \ l  «■
portanto que |A^ | = k l / i  . Q
£ fãcÁJL ver que A^  e subgAupo de S ^ , Segue por [ 5 ; 
Lema 2.24 ] que A  ^ ê subgrupo normal, de S^  .
Pelo lema 7.7 7 e pelo teorema 7.7 3 , -tewo.0 que , se 
( f ,g} ^  S ^  eníão fg € A^  ; tombem t>e f  £ A^  e g G -S -^A  ^ então 
í &Q > QÍ ^  A^  .
7.76 - Lema: Sejam 0< k € u> e 0 í  n £ 7L ta is  que n e k são 
reZatlvamente primos entre s l  , Então existe  uma permutação cZcltca  
f  € Sk que f n = c^  . A£êm c£ú.óo a peAmutação e clctica .
Demonstração: [ 74 ; Lema 7.7 ]
Daqui em diante E denota um alfabeto fixo  , f in ito  e oa-
b it rã r lo  { A , B , C , __  } .  Designaremos poA F(E) ao gAupo UvA e
das palavras f in i ta s  no a lfabeto  Z . Os elementos de F ( E) , deno­
minados palavras , serão anotados poA le t ra s  gAegas minuscuias .
A le t ra  4> denotará o conjunto vazio e também a palavra  
vazia com a seguinte propriedade a <j> = a = <f> a para toda palavra a .
Uma palavra a chama-se t r i v i a l  se e somente se não hou­
ver Aepetlção de le t ra s  na soletração de a .
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Uma palavna 3 / <j> e denominada òegmento de a € F(Z) ò e 
e òomente òe a = A 3 6 pa/ia algum { A,ô } ÇI Fte) . A patavn.a 3 
e dita òegmento a díAQÃXa ( òegmento a eAquenda ) de a òe e òo­
mente òe a = A 3 ( a = 3 A ) pana algum \ € F(X) .
Pana uma paJtavna a , o compnÃmento òena denotado pon. |a|. 
Ha alguma ambtgüídade â sieòpetto da expfieòòão |a| , jã  que aò a 
òenão eíementoò de um gnupo lÁvn.e , em que tdenti{si.camoò duaò pala- 
vtwA a e 6 , ucnevendo a = 3 , não òomente quando a e 3 
tem aò meAmaò òoletnaçõeò , maò também quando . elaò tem uma siedução 
comum que acabam, com òegmentoò da loftma y y-7 . Então a expneòòão 
| a | denota o compnÃmento da palavna 3 fieduzlda ta l que a = 3 ; 
Lòto e , |a| denota n quando 3 = . . .  > com
í [ l )  £ {-7  , 1 } pana todo í  6 { 7  , 2 , . . .  , n } , e quando L  ^ / JL^ +j 
òempne que 0 < t  < n .
Seja a € F { z ) — { 4> } ,  Seja S um òemtghwpo e òeja x £ S  . 
VJjiemoò que a fiepn.eòenta x em S  , e anotanemoò (a4-x)S , òe 
exJj>te um homomoA t^òmo H .* F ( l )  ■+ S t a l  que H{a) = x . Venomina- 
fimoò a uníveAòal pana S òe e òomente òe (a+x)S pana todo 
x € 5 . Quando a e untveAòal pana S eACAeven.emoò (a+lS) ou 
que a ê S-untveAòal .
Todoò 00 noòòoò neòultadoò eòtão n.elactonadoò
VL Í71 Kl YYlda fionma B A  ou da £onma AJ8 A pana n , m e 
não nuloò .
Seja  M uma tfa m tlia  de òemlgnwpoò . V-Lnemoò que a e 
M-univenòal òe e òomente òe a e X^unÁ.veAòal pana todo X G II . 
Vtnemoò que a e tfInJMmente  M-univoAòal , e anotaAmoò FtÁ^untvenòaZ 
òe e òomente òe a ê X-uníve/ua l pana todo X tfiy iito  peAten-
com palavnaA 
j  tnteÃAoò
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cente a M , £ a e Infinitamente M-unlveAsal , e anotaAemos IM- 
univeAsal , se e somente se a e X-unlveAsaZ paAa todo X I n f i ­
n ito , peAtzncewte a M .
definhem os agoAa as fa m ltia s que são de InteAesse pA lnci- 
paJt neste tAabalho .
Seja  X um conjunto . ChamaAemos qualqueA função f  Ç IX  x X 
de tAanSfomação paAclal de X . Se g e uma tnans fohmação paAclal 
de X t a l  \que Vom[g) = X , então g chama-se uma t/uansfohmação de 
X .
A expAeSsão PaI (X )  denota o mo w id e  de toda transformação
— X -paAclal de X . A expAessao X denota o monolde de toda tAans-
~ — — xfomação de X . É claAo que . e um subgAupo do monolde X £
X -  -  -qu£ X £ um submonolde do monolde PAtlX)  .
denota a famZlla ( classe ) de todo PAt(V) paAa y
um conjunto .
f VMyc denota a fam ília  ( classe ) de todo y pana y um
conjunto .
Sym denota a famZlla ( classe ) de todo Sy paAa V m
conjunto  .
A lt  denota a famZlla { A^  : 0 < k £ a>} . Pana 0 < n € to
a expAeSsão n -A lt denota a famZlla { A^  : n ■$ fe £ co} .'
Seja f  € £ .ó£/a { m , n } Ç 2  . En^ão a equação.
yi yy\ ~ 2 —f  = x y sempAe tem solução < x , y > € A^  quando k € { 7 , 2 } , /a
qu£ Aj = {  ld  t- 1 } £ A2 = { -ccí > 2 } .
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Se.ja f  = ( 0 1 2 ) € e se.jam os In te lA o s n f  0 e.
m  ^ 0 ambos d lv ls lve Ã s poA tA U  . Então a equação f  = xnym não 
tom solução em A  ^ quando k € { 3 , 4 }  ,
Poàtanto , nosso InteAesse. pAÍnclpal no pAese.nte. tAabalho f l  
ca com a famlLia 5 -A lt  .
19
CAPÍTULO  II -  HISTÜRJCO
0 aòòuivto z uma pa/utz apcvizntm zn t z momo. dz um aA&unto vz
lho : Dado um gnupo G (o u  , maJj> gznalmzntz , monoldz G ) z
uma palavh.a a ( L  ^ , L^ , . . .  , L ) ncu> n Iz tn x u  d u tín to A  L j  , 
L„ , . . .  , L , pajvx qucÚÁ a £ G zxÃAtz uma. òubòtttutção  ' . L . . »  x.
l. VL X, X,
dz { Lj  , L 2 , . . .  , L^ } zm G t a l  quz a= a ( x ? , x  ^ , . . .  , x ).
A paAtz apanzntzmzntz nova apaA.zc.zu dzpotò dz 1960 com a l-  
gumaà pzn.gu.ntxu> do Jan MycízLbkÁ. :
(1) Ouaió palavn.au> hão Myc-univznj>aJj> ?
(2) Sz  uma paLavnn a z FMyc-unlvzAAal zntão a z Myc-univzA&aZ.?
(3) Sz  uma paJtavnxi a z W yc-untvznAal zntão a z Myc-untvznj>aZ ?
(4) ExÃAtz uma palavna a não tn tv  t a l  t a l  quz a podz t>ZA mo-ó- 
t/iada quz z Myc-unívzAòal com um angumznto quz não dzpzndz do A- 
xÃoma dz Ea colha ?
(5) S z  z x i& tz  um conjunto I n f in i t o  X t a l  quz {>z. a z unlvzAAal
Xpana X , zntao a z JfÁyc-untvznAal ?
Fo i o MycízZ&kí quz chamou zôta pantz nova dz " pn.oblzma
dz tznmoò * unlvznAalô ” : Unlvz/uatò , obvtamzntz , no Azntído quz , zm
urna dada clau>i>z F dz monÕldzA , a zquação a = a t>zmpn.z tzm &o- 
lução zm G quando a 6 G € F .
(*)  Em todo o noi>i>o tnabaího nÕ-i noò intoA.ZÁi>amoi> zm " tznmoò
dz uma untca vaAÁJãvzl " ; ú>to z , zm paZavhxu> , Pon. I aòo , hum íl- 
demzntz fialanzmoA dz " palavtuu unlvzAAaló " , quando não houvzn v io ­
lação da tzAm-inologla dz outnoà awton.zA ,
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0 pAímelAo aAtlgo lançado f o i  [ 6 ] de. J. R. Is b e t l  , em 
1966 . Ele Aespondeu negativamente aos pAoblemas (2) e (3) mencio­
nados anteJu.ofime.ntz .
No Aeferldo aAtlgo' apenas mencionou os pAoblemas (4 ) e (5) , 
e comentou que seus Resultados mostram que o problema {7) já  e. d i­
f í c i l  paAa palavAas da forma BnAm . Os p rin c ip a is  resu ltados do 
I s b e l l  são :
2.01 -■ TeoAema: Se a í  <j> não ê da forma a = 6 y 6 paAa B  ^ <j> , 
Xentao a e X-unlveAsal paAa todo conjunto X In f in ito  ,
potência de pAimo . Seja k £  u-1  e seja 
g € e. uma Involução h £ ta is  que
2 2 -I s b e t l  tombem mostAou que as palavras BA BA e 8AB A sao 
FMyc-universais , e peAguntou se elas são Myc-universais .
OutAos antigos foAam publicados sobAe o assunto depois de 
1970 . Eles Incluem tAabalhos de A. EhAenfeucht , V. P lgozzl , V. 
M. SllbeAgeA , G. F. McNulty , J. M alltz , M. Meems , S . ¥ajtlou)lcz , 
e W. TayloA . Alguns destes antigos são tAatados em [ 14 ] , e 
vamos Aesumln. aqui , pAínclpalmente aqueles que são , aparentemente , 
do assunto especifico em que ficam os nossos Aesultados oAlglnals do 
capitulo I I I  .
Em [ 9 ] e [ 11 ] encontram-se melkoAamentos em duas d l  
Aeções do teoAema 2.01 do Isb e L t , Aesumldos em [ 74 ] . Em [ 3 ]  
e [ 4 ] encontram-se melkoAamentos do teoAema 1.02 do I s b e l l  .
2.02 - TeoAema: Seja n 
f € . Então existem
r -  VI ,f  -  g h .
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0 seguinte teoAma encontAa^se m  [ 3 ] ,
2.03 - T 2.0h.m0L: Seja n um Inte lXo positivo  tendo fatoA phÁmo me-
wt
noh. p . Seja m o maloA In te iro  t a l  que 2 é fatoA de n , 
Então a& seguintes afirmações são equivalentes j 
l )  2m+l < p
l i )  PaAa cada k € w e paAa cada f  € e x ls tm  g £ 
e uma Involução h m k ta is  que f  = gn h .
0 teoAma phlncípaZ de [ 11 ] tm  o seguinte  enunciado :
2.04 - TeoAma: Se paAa toda função f ,  In je t lv a  e conexa como gAafo 
cLiheto , a equação f = a{ x^  , . . .  , x  ^ ) tm  solução K x ] > • • • > xn > ^
( ? h t ' ( Vom [ f ) j y  R n g( f ) ) ) n ., então a palavAa . a ê P h t-u n lv e rsa l .
t  fã c l l  veA que se uma palavra a e u n iv e rsa l paAa ?At{X)
~ Xentao a e u n iv e rsa l paAa X . Assim , fo h tm e nte  PhX-un lve rsa l
Im plica Myc-unlveAsal . . Se o AecZpAoco vale ê pAoblma abeAto des-
2 2 2 2de 1973 . As palavhas A B A  e A B A  são FMyc--universais , mas 
não são u n iv e rsa is  nm  para e nm  paAa P h t [3) ,
Quando n > 1 , então S(n) denota o menoA fatoA phlmo 
de n , e M(n) denota o menoA m ú ltip lo  comum dos In te iro s  2 , 3 ,  
. . .  , n .
0 Aesultado [ 4 ; TeoAma 1.1 ] e um melhoAamento do teo_ 
Ama 2.2 . Ainda , [ 4 ; TeoAma 1.1 ] fica mais fohte m  [ 4 ; 
TeoAma 2,10 ] , que ê o seguinte •*
2.05 - TeoAma; Sejam m e n In te iro s  , com n > 1 < m , Então 
as seguintes afirmações são equivalentes :
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7. Nzm M(3(n)) S la to fi dz m , nzm M(S(n)) z ^aton.
dz n .
2. Aó paíavAaò BnAm z AmBn òão P/it-unÁ.v2JiòaLò ,
3. Aò paZavfiaò BnAm z A V òão Myc^univzAòaiò .
4. Aò patavnaò BnAm z AmBn òão SymruntvzAòaiA .
Quando a condição 2.05.7 tfo*. ò a tiò & z ita  pzZoò intziAO ò n
z m nõò dinzmoò quz o pa/t ondznado < n,m > z paA dz EhAzn^zuckt.
yi yyi0 tzo fim a  2.05 d iz  quz B A  z TSym-uyiivznòaJt òz z òomzntz ò z  o
paA < n,m > z dz Ehnznfizucht , jã. quz [ 4 ; Tzonzma 4 ,3  ] d iz  quz
_ ~ - yi Yl
pana n z m in tz iA o ò  nao nuloò quau>quzn. a zquaçao ò = x y
~ 2  ^ -  'Ttzm òotução < x ,y  >€5  ondz ò z a pzAmutação cZcJtica X. + 7ZÍLi
dz 7L .
Aó-ò-úm , tf-cca natuAat pzAguntaA òz a condição 2.05.7 e e-
*• *■* Kl «« .q iíiva Zzn tz  a a^ÁJmaçao B A  e Alt-unÃ.vzAòat ? AZzm diòòo , zm gz-
•** Yl ffl -^a£ , qaaxóó -óao aó condcçozA zm quz B A  z AZt-runivzAòal ?
CZtaAzmoò a òzguiA. aJLgunò cuttigoò ondz apa/izczm nzAulXadoò z 
pzAguntaò abzAtaò òobnz o aòòunto .
Em 7957 [ 7 ] , N. I to  publicou uma dzmonòtAação moòtAando 
- 7 - 7quz ABA B z 5-AIt^ u n ivzA ò a l .
Em 7 979 [ 7 ] , zncontAa~òz a ò zg u in tz  pnopoòZção 2 [ L L i )  :
" S z  a z uma palavfia nzdu.zi.da. a qual. tzm duuu, X zXajxò
ta t quz cada uma dzíaò apa/tzcz zxatamzntz uma vzz com um zxpozntz
não dLLvÁJiZvzl poA tAZJò , zntão a z univzuaJt pana cada A^  com
k = 7 , 2 , . . .  , ondz A^  5 ò gnupo aiX.zA.nado " ,
Na dmonòtnação da pnopoòição acima tfo-c zòcaaX o zxatamzntz
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o seguinte. : ” I t  i s  enough to shou) that every even permulatlon h>
3 3of the forrn pq , tohere p = q = 1 dentlty uihich agaln -is easy " .
Nos apresentamos esta demonstração no teorema 3. OS f com au­
x i l io  dos lemas 3,05 , 3.06 e 3.01 .
Em 1980 [ S ] , Roger C, Lyndon d isse  que e fã c ll mostrar 
diretamente que cada elemento do grupo alternado A^  f n > 4 , e o
produto dos quadrados de dois elementos de . Is to  ê , a equa-
0 0 _  
ção x y = a tem solução para cada a € A^  com n > 4 .
No teorema 3.03 , V. M. S llh e rg e r generalizou este resu ltado ;
i s to  ê , sejam m e n In te iA o s p o s it iv o s  , então a equação a =
2 n  2m ~ 2 x y tem solução <x,y para cada a € A^  com fe. = 7 , 2 , . . .
Ainda neste mesmo artigo Lyndon faz cinco perguntas das
quais duas são respondidas pelo nosso teorema princ ipa l 3.14 . As 
perguntas assim respondidas são :
[1] " What i s  the smaJULest kq such that every eJLemenl of 
A^  , n >4 , is, a product of k  ^ cubes ? "
(2) " 1 s every element o f A^ , n > 4 , a product o f f l f t h  ... \ 
powers ? Â product o f a bounded number o f f l f t h  powers ? "
As respostas para ambas as perguntas ê dois .
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CAPÍTULO I I I  - RESULTAVOS PR INCIPA IS
3.01 -  PAeliminaAes: Neste cap itu lo  , k denota In te iro  mato a do que 
dois , e f  denota etm ento aAbltAÔAlo de A  ^ .
PaAa algum a £  w a peAmutação f  tm  exatamente a com 
ponentes c íc lic a s d is t in ta s  g^  , g  ^ , . . .  > 9 ^  cujos compAimentos são 
ZmpaA.es . Também , f  t m  exatamente t  componentes c íc lic a s d ls t in  
£te í j  , f% , . . .  , {>£ cujos compAimentos são paAes , paAa algum 
t  € u . Assim , !Cfe( )^| = a + t  , e f  = g] g2 . . .  g^ f 1 f 2 . . .  f t  . 
Vesde que Id  t- k não incomoda , vamos supoA que A + t  > 0 .
Observamos , paAa qualquer In te iro  positivo  j  , que ( 0 1
2 . . .  j -2 j - 1  j  ) = ( 0 j  ](  0 j -1  )( 0 j -2 ) . . .  ( 0 2 )( 0 1 ) .
PoAtanto g^  smpAe que 1 4 l  4 a , e que f^  € 5^~A^
smpAe que 1 4 1 4  t  . Segue que g j g  ^ . . .  gA £ A^  . EntAetanto
f j  62 ••• = 9a $2 9 1  ^  ^  ^ ’ In fe rim os que t  = 2 s  paAa a l­
gum s  € w . Veste modo &2I-1 ^21  ^ >^m P ^  í ae 1 4 i  4 s .
3.02 -  Lema: Se ja  X um conjunto aAbltAÔAlo . Seja 0 conjunto 
{ u ,  v } > oncíe u e v são c ic lo s de compAimento n e m  
Aespectivamente e onde 0 conjunto { u , v } e dcp . Então e x lò tm  
c ic lo s u' e v ' m  X ta is  que u v = u ' v ' e ta ts  que u ’ e 
um ( n + 1 ) -c ic lo  e v ' ê um [ m + 1 )-c ic lo  .
VmonstAação: Sejam u = ( x^ x j  • • • xn 7 ) e v =  ^ ^0 1^ * * '  m^-1 
Se definirmos u' = ( xQ yQ . . .  *n_ ? ) e u' = [ xQ yQ t/? . . .  
ym f ) > te condições do Im a  ficam sa t is fe ita s  . []
0 seguinte Aesudttado e devido ao V. M. S llb e rg e r .
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2 n  2 m3.03 - Teorema; Seja  { m, n J Ç u  . Então a palavna B A  £ 
ALt-un tvenòa l ,
VemonAtnação: Pelo lema 1.16 , pana cada i. com 1 4 l  4 n ., exÃòte
n2um ciclo d, em k ta l que k$d. = k$g, e ta t que d■ = g. .A* A. A* A* A.
Sejam b = dj d2 . . .  d^  e a = td Y k . £ dano que g-j g2 ••• g^  -
2n 2m • ■
3^ aQ ’ ^  ° conJun^ ° ( dj , d2 , , . .  , d^  } e dcp . Também
{ a , bg } Ç A fe <l k$ag u k$bg = k$l g] g2 . . .  g^  ) .
PeZo lema 3.02 , pana cada InteÃJio l  com 1 4 l  4 ò , e 
xiòtem cicloò h. e h- em k taiò que f h . f  = /tf„. ./ + 7 eA* A* A, l.A,"~ í
fhjf = fi2lf + 7 , que Hhl u k$L = tâí2i-1 u fe^ 2i = h^i-lhi>
e ta is  que 62^ _j i 2/i = hl  L  . Segue que tf? tf2 . . .  tf24 = hj h] k2 h2 
. . .  h h . Tambòn , { h. , h- } e dcp òempne que 1 4 j  < 1 4 &<0 4 X, j
Pontanto tfj tf2 . . .  tf^  ^ = k2 . . .  h2 . . .  k . Pana cada l  com
7 <? i. 4 ò oò ciclo a h. e h. òão de compnÃmento Impan ; pontan-A*
to , pelo lema 7.76 exÁAtm pana cada l  cicloò H . e H ■ em kA*
- on
tatò que k$H. = k$h. e k$H. = k$h. , e taÁj, que H. = h. eA+ A, A, A* A. A,
H^  . Sejam b^  = Hj . . .  e a^  = Hj . ObòeAvamoò
que oò conjuntoò { Hj , H2 , . . .  , } e { Hj , H2 , , . .  , } òão dcp .
„n „m „n „n „n „„m _„m _„m .
InieAÁmoò que a‘ = tfj HJ . . .  Hj H* . . .  H~ = hj h£ . . .  h£ h1
h-2 . . .  ^  = tf j tf 2 • • • tf 24 • ^  yue- & t  -4^ ° ctcloò de compnt-
mento ZmpaA pana cada t  com 1 -4'1-4 ò, temoò que ' {  a, ,b ,  } ÇA, .
o o  fe
Finalmente , o conjunto { a . b, } e dcp . Sejam b = b b, e
2 n  2 m 2 n  2 n  2m 2m 3a = a a, . Então tf = b a b, a, = b„ b, a a, . Maò oò con- 9 0 3 9 Ó Ó  â ó 3 o
juntoò { b , b, } e í a . ^ a , }  tambem òão dcp . Pontanto tf =
2n 9 2m 2 2m
( Ò3 btf 1 ( V  atf 1 = b a 1 J5 ?ae { b3 ' btf ' a3 ' atf 1 “  Ak ’ t<L~
moò tambe/n que { a, b } QA^ . []
9m 9+13.04 - Teonema: Seja { m, n }ÇIa) , Então a palavna B A n e 
Alt^unlvensaZ .
Vemonòtnação: Pelo lema 1.16 , pana cada l  com 1 4 1 4 n. , extò-
fi
te um ciclo d. em k ta l que k$d. = k$g. e t a l  que d- = g- .
Sejam b = d^  d^  d e a = Id  *■ fe . £ c£oao que g^  g^  9 3 ••• 9* 
m 9
= 6^  , jã  que o conjunto { dj , d^  , .,., , d^  } e dcp .
disso , { ag , bg > ^ A fe e k$bg u ' k$a = k$ ( g; g? . , .  g  ^ ) .
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A£em
PíW.a cada In te iro  j  com 1 4 j  4 i s  , temos que f ■ =
( Xj x  ^ , . .  X£n_j x^n ) . Entao = ( Xj . . .  x 2n-l ^  x2n-l x2n  ^ '
Fazendo h j = ( Xj x  ^ . . .  x^n_j ) , -£ewio.ó que /hy/ e Impar e come-
quentemente que h j € A^  ; e fazendo hy = ( x ^ _ j  x^n ) , íewo.ó que
f i . é um transposição e que h- € S . - A,  . Observamos que k$h- U
J J .  ^ J
feífi. = k $ í .  e que tf. = h j h. . Segue que ^  ^  . . .  ^  = h^  t f  h2 tf
. . .  h ^  h ^  . Ainda , o conjunto { , h j } e dcp sempsie que 1 4
j  < 1 4 is  . Portanto Áj j$2 . . .  ^  = hj h2 . . .  ^  2^ *•* 24 Como 
h- ê um c ic lo  de comprimento Impajt com 1 4 j  4 i s  , temos que e-
2m
x ls te  , pelo lema 1.16 , um ciclo H - em k t a l que H- = h ■ e
J J i
ta l que k$Hj = k$hj . Sejam b^  = Hj . . .  e a^  = h^  ^ 2 " i s  '
Observamos que os conjuntos { H-j , } e { , h^  , . . .  , ^  }
~ 0^  9v)+1 9™ 9™ om ~Ov,j.1 ~Om+1
sao dcp e concluímos que b^  a^  = t f  t f  . . .  t f 6 t f  t f  . . . . .  
rin+1
í
umh-2£ 2^ ’ ’ *  ^is 1^ ^2 *  * * ^is 1^ ^2 • • • ^ 2-6 *  ^
ciclo de comprÁmento ZmpaA para cada j  com 1 4  j  4 is  e que hj
2 ' * * ^is  ^ üma tnvolução em k com exatamente i s  componentes ,
temos que { a , , b, } — A^  . Finalmente , o conjunto { a , b, } ê
om o + i om o +i
dcp . Sejam b = b b, e a = a a, . Eníao X = b a n b, a ,n9 6 3 í  ° g g á á
2 2 2n+J 2n+Jb b, a a, . Todavia , os conjuntos { b , b, } e ( a  , a, }
9 6 9 6 m . 9 6 m 9 '  í
tambm são dcp . Po-Atanto l  = ( b b. )^  [ a  a, )^n+  ^ = a^ n+^
9 o 9 o
lã  que { bg> b ^  } Ç A ^  temos também que { a , b } ÇIA^ . []
3.05 - Lema: Sejam n £ u - 1 e k = in  + 1 . Então existem permuta-
3 3çoe& pares a e b em k ta l que c^  = b a e t a l que b = a 
= Id  h k .
Demonstração: Temos tr.es casos a considerar .
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Caso I  : n ê par e maioh. do que dois .
fazendo b = [ 0 7 2 )( 3 4 2n-7 )( 5 6 2n-3 ) . . .  ( n-5 n-4 n+7 )
( n-3 n-2 n+5 )( n-7 n n+3 ) e a = ( n n+7 n+2 )( n-2 n+3 n+4 )
( n-4 n+5 n+6 ) . . .  ( 6  2n-5 2n-4 )( 4 2n-3 2n-2 )( 2 2n-7 2n ) , te-
3 3 r*mos que = b a e que b = a = i.d t- k . Atem dJUso , ambas a e
yi o-.b possuem exatamente — ci.clos de comprimento th.es .
Caso I I  • n ê Impar e maioA do que um .
Vazendo b = ( 0 7 2 )( 3 4 2n-7 )( 5 6 2n-3 ) . . .  ( n-4 n-3 n+6 )
( n-2 n-7 n+4 ) ( n n+7 n+2 ) e a = ( n-7 n+2 n+3 )( n-3 n+4 n+5 )
( n-5 n+6 n+7 ) . . .  ( 6  2n-5 2n 4^ )( 4 2n-3 2n-2 )( 2 2n-7 2n ) , -te-
3 3mo-ó qu.e c^  = b a e que b = a = i.d t- k . Alem disso , b possui, 
exatamente ciclos de comprimento tn.es , enquanto a possui. e-
xaXamente ciclos de comprimento trê s .
Casos trivi.au>  :
i.) n = 7 . Portanto c^  = ( 0 7 2 ) . Então com b = { 0 7 2 ) e 
a = i.d t- fe , o £ema sa t is fe ito  .
^c) n = 2 . Po/i&wto cfe = ( 0 7 2 3 4 ) = ( 0 7 2 ) ( 2 3 4 ) . En 
tão com b -  [ 0 7 2 ) e a = ( 2 3 4 ) , o £ema -^tca s a t is f e i­
to . []
Observação : Queremos sa lie n ta r que na demonstAaçao anterioh.
as construções das permutações a e b do conjunto k = 2n+7 ta is
que [ 0 7 2 . . .  fc-7 ) = b a , mostra que b ( fc-7 ) = fe-7 e que 
a [0] = 0 , quando n > 2 .
Observe este fato no psioximo diagrama , que mostra, as fie- 
feridas construções .
1%
caso I
b
caso II
Q,
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3.06 -  Lma: Sz ja  tf com zxatamzntz duaò componzntzò cZ cL L cclò g z
h , ambaò dz compntmznto paA . Então zx tò tm  pzAmutaçõzò paAZò a z
3 3b zm k ta tò  quz tf = b a z ta tò  quz b = a = td  t- k .
VmonAtnação: Szjam g = ( 0 7 . . .  2n-7 ) z h = ( 2n 2n+7 . . .  2m-7 ) , 
ondz { n ,m  } Ç i ú - I  , onde n < m e onde. 2m-7 < k > 3 . Pontanto 
tf = ( 0 7 . . .  2n-7 )( 2n 2n+7 . . .  2m-7 ) . Aò pnÕximcxò opznaçõzò -òão 
tfãceXò de òznzm zntzncüdaò .
tf = ( 0 7 . . .  2n-2 )( 2n-2 2n-7 )( 2n 2n+7 )(  2n+7 2n+2 . . .  2m-7 )
tf = ( 2n-2 0 7 . . .  2n-3 )( 2n 2n+7 ){ 2n-2 2n-7 )( 2n+2 . . .  2m-7 2n+7 ) .
£ ci.a/10 quz cu> duaò componzntzò cZcLLcaò ( 2n-2 0 7 ____
2n-3 ) e ( 2n+2 . . .  2m-7 2n+7 ) de tf tzm compntmznto Zmpan . En
tão pzlo lm a  antznton z x tò tm  pzAmutaçõzò p , p' , q z q' ta tò
quz ( 2n-2 0 7 . . .  2n-3 ) = p p' , ta tò  quz ( 2n+2 . . .  2m-7 2n+7 ) =
q q' , taJjò quz aò componzntzò cZcLLcaò dz cada uma dzòtaò quatno
pzAmutaçõzò òão ou dz compntmznto um ou dz compntmznto tnzò , ta tò
quz k$p U fc$p’ ÇI2n-7 e ta tò  quz k$q U k$q'Ç^{  2n+7 , 2n+2 , . . . .  ,
2m-7 } . Pontanto tf = p p' ( 2n 2n+7 )( 2n-2 2n-7 ) q q’ . Pe£a obòzn-
vação tmzdlatamentz antzA do dtagnama antznton podmoò afilAman. quz aò
pzAmutaçõzò p , p' , q z  q' tfonam conòtnuldaò dz t a l  modo quz
p' (2n-2) = 2n-2 e quz q[2n+l) -  2n+J . Szguz quz o conjunto { p' ,
( 2n 2n+7 ) , ( 2n~2 2n-7 ) , q } z dcp , Aò-ò-óji tewio-ò que tf = p q
( 2n 2n+7 )( 2n-2 2n-7 ) p' q' . Ainda tf = p q ( 2n 2n+7 )( 2n 2n-7 )
( 2n 2n-7 )( 2n-2 2n-7 ) p’ q’ = p q ( 2n-7 2n+7 2n )( 2n-2 2n 2n-7 ) p'
q' . Vazzndo b = p q ( 2n-7 2n+7 2n ) e a = ( 2n-2 2n 2n- 7 ) p ' q ' ,
obòznvamoò quz amboò oò conjuntoò { p ,  q ,  ( 2n-7 2n+7 2n ) } e
{ p’ , q' , ( 2n-2 2n 2n-7 ) } òão dcp . Pontanto tzmoò quZ tf = b a
3 3z quz b = a = id  t- fc . []
3.07 -  Lema: Seja tf € A  ^ , Então zx tò tz  { a ,  b }Ç^A^ ta l  quz tf
3 3= b a z t a l quz b = a = tdh fe .
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Demonstração: Seja G = g2 . . .  g , Então G € . Para cada i
com 1 4 Í 4  A tomos pelo torna 3. OS que exÃste { p^, p^  } ÇA^ ta l
2 ^ 2  _
que. p ■ = p. = id  h k , ta l que. k$p. u k$p ■ = k$g ■ e ta l que. g. =/(, /C a, «C 'C
Pt • Assim G = pj Pi p2 P2 • • • PK Pft • PoA-tanto , /ã que { pn , 
Pm } e dcp sempAe que n í  m , temos que G = pj p2 . . .  P^V j ••• 
p^  . Fazendo gG = P j p2 . . .  p^  e. hg = Pj p2 . . .  p^  temos que G =
gG fiG e que. { gG , /ig } QA^ . Míló , jã  que { p? , p2 , . . .  , p^  } ê
- 3  3dcp , temos tombem que gg = idt- k . Semelhantemente , hg = id  h k .
Seja F = 1^ f 2 . . .  f 2& . Então F € A^  . PaAa cada j  com
1 4 j  4 s , tomos pelo lema 3.06 que e xiste  { q ■, q- } QA, ta l que
j  3 &
2 2
q. = q - = Id  t- k , ta l que k$q ■ U k$q ■ = k$f„-  7 f 0J , e t a l  que J j  í  3 Lí ~ ' L5
h j - 1  h j  = qj  qj  • A66'òn F = qr^1 q2 q2 ••• qs qs  * qa<L { qn , qm } 
é dcp sempAe que n 4 m , temos que F = qj q2 . . .  q^  q-j q2 . . .  q .^
Fazendo = q^  q2 . . .  q^  e hj- = q^  q2 . . .  q^  tomos que F = g^  h^  ,
e que { gF , hf } <^Afe . Mas , jã  que { q? , q2 , . . .  , q^ . } e dcp ,
3 3claAamente gp = id  t- k . Semelhantemente , hj. = id  h k .
Segue que ó = G F = gQ hQ gf  h^  , e assim que i  = gQ gf  hQ
/tp jã  que { hg, g^  } e dcp . PoAÕm os conjuntos { gg, g^  } e
{ hg , fip } também são dcp . Fazendo b = gg g^  e a = hg h^  , te -
3 3mos que f = b a e que b = a = idt- k . []
0 seguinte teoAema é equivalente a [ 7 ; PAoposição 2 ( i i i } ] ;  
veja o nosso capitulo I I  .
3.08 - TeoAema: Sejam m e n númeAos in te iro s  ta is  que mn e
~ yi ¥Yi3 sejam Aelattvamente pAimos entAe s i  . Entao a paZavAa BA  e
A lt:-un iversa l .
VemonstAação: Sa i imediatamente do lema 3.07 D
3 7
ObòeAvação ; Eòte te.oh.wa. im plica  Jjn2.di.atme.YvtQ. no teonema
3.03 .
3.09 - Ve^tnição: Seja 0 < p € <u e. • òeja tf £ . Então tf chama- 
òe p-negociãvel òe. e òomente. òe. 0 comprimento de cada componente 
c íc lic a  de tf e uma potência de p .
ObòeAvação : 0 noòòo lema 3.07 Ãmptica iohtemente que , òe 
tf € então e x is te  { a , b } € A^  ta tò  que tf = b a e ta is  que 
ambaò d e b òão 3-negociãveis .
Agona demonòtA.anemoò uma òeqüência de a^iAmações a fiim de 
moòtnah. que cada elemento em A  ^ e pnoduto de dois elementoò 2- 
negociãveiò em A  ^ .
3.10 - Lema: Sejam n € a) -  2 e k = 2n+1 . Então exi,òte { a , b } Q A^ 
t a l  que a e b òão 2-negociãveis e t a l  que c  ^ = b a . A lm  
diòòo , e x is te  { a' , b' } Q S ^ A ^  t a l  que a' e b' òão 2-nego- 
ciãveÃs e t a t  que c  ^ = b' a ’ .
n
Vemonòt/iação: Seja h = R l i  k - i  ) , i s t o  e , que h é 0 pAo-
1=1
duto ( 7  2 n ) [  2 2n-1 )( 3 2n-2 ) . . .  ( n-2 n+3 )( n-1 n+2 )(  n n+1 ) 
de exatamente n thjinspo6Íç.des , com 0 conjunto { ( i  k - i  ) : 1 «  i  
«  n } dcp e aòòim que h ê uma involução do conjunto k . Se­
gue que c^ = c^ h h . ObòeAvamoò que c  ^ h = ( 0 1 )( 2 2n )( 3 2n-7) 
. . .  ( n-2 n+4 )[  n-1 n+3 )( n n+2 ) também ê uma involução do con­
jun to  k com exatamente n componentes dcJUcaò . Se n tfoA paA , 
então defiinimoò b = c^ h e a = h , e obòenvamoò que { a , b } 
que a e b òão 2-negociáveis e que c^ = b a . Se n tfo^  Zm- 
pa/i , então de^inimoò b' = c  ^ h e a ’ = h , e notamoò que i a ' ,  
b' } CIS^-A^ que a' e b1 òão 2-negociáveis e que c^ = b ’ 
á' .
n
Seja g = Jl ( 1 k-1 ) f is to  ê , que g e. o pfioduto 
1-2
( 2 2n-7 )( 3 2n-2 )( 4 2n-3 ) . . .  ( n-2 n+3 )( n-7 n+2 )( n n+7 ) de. 
exatamente n-1 transposições , com o conjunto { ( 1 k-1  ) : 7 < 1
4 n } dcp e assim que g e uma Involução do conjunto k . Seja 
d = ( 0 7 2 2n ) ( 3 2n-7 ) ( 4 2n-2 ) . , .  ( n-2 n+4 ) ( n-7 n+3 ) ( n n+2 ) 
Observamos que d possui exatamente n-1 componentes c íc licas e que 
todas são de comprimento potência de dois . E clajio que c^  = d g .
Se n fon. par , então definimos a' = g e b' = d , e notamos 
que { a' , b' } , que as permutações a} e b' são 2-nego-
clãveÃs e que. c^  = b' a' . Se n fon. Impar , definimos b = d e 
a = g e n.eparomos que { a ,  b } Q , que a e b são 2-negocia 
ve ls e que c^  = b a . []
3.7 7 - Lema: Sejam n í  u -7  e k = 2n . Então existem b £ A^  e 
a £ -S -^A  ^ , ambas 2--negociáveis , ta l. que c^  = b a , A£em disso , e- 
xlstem b' £ S^-.A^ e a' £ A^  , amboLó tombem 2-negociáveis , t a l que
ck *  b' * '  ■
n
Vemonstração: Seja h -  H ( 1 k-1  ) , Is to  ê , que h ê o ph.o-
1=1
duto ( 7 2n-1 ) ( 2 2n-2 ) ( 3 2n-3 ) . . .  ( n-3 n+3 ) ( n-2 n+2 ) ( n-7 n+7 ) 
de exatamente n-1 componentes c íc licas , com o conjunto { [1  k-1  )
: 0 < 1 < n } dcp e assim que h e uma InvoJüução do conjunto k . - 
Temos que c^  = c^  h h e que c^  = h h c^  . Observamos que c^  k =
( 0 1 )( 2 ln-1 )( 3 2n-2 ) . . .  ( n-2 n+3 )( n-7 n+2 )( n n+7 ) e que 
h c^  = [0 2n-1 ) ( 7 2n-2 ) ( 2 2n-3 ) . . .  ( n-3 n+2 ) ( n-2 n+7 ) ( n-7 n ). As_ 
sim , c^  k e h c^  são Invoiuções de k , e cada uma dessas per 
mutações tem exatamente n componentes 2-c lc íos , £ claro que h , 
c^  h e h c^  são 2-negociáveis . Se n fon. par , então d e fin i­
mos b = c^  h e a = h , e deparamos que b £ A^  , que a £ $^A^  
e que c^  = b a ; também se n fon. par , definimos b' = h e a'
= h c^  , e notamos que b' £ ^ k "^ k '  qcie a'  ^ Ak e que ck = b'a'- 
Se n fon. Impar , então definimos b = h e a = h c^  , e observa-’
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mo-& que b € , que a 6 ^-.A^ £ que. c^  = b a ; também òe n ion 
ZmpaA , definimos b' = c^  h e a* .= h f e notamo-ò que b' € ^ -A ^  > 
que a' € A^  e que c^  = b' a' . Q
3.72 - Con.oZani.o: Seja tf com exatamente duas componentes cZclicas 
g e h , ambaò de comphimento paA , Então existem penmutações a , 
b , a' e b' , todas 2 -negociáveis ta is  que tf = b a = b' a’ en­
quanto { a,  fa } ÇA^ e { ' a' , b' } Ç^S^Afo .
VemonòtAação: PeZo lema 3.11 , e xiste  ^ bg , b h , a ' h ^ ~ Ak & e-x^i í^
1 V V  b i i  } C W  ^  b9  ’  b h >  b 'k '  a g ’  \ í  a 'h i i 0
2 -negoclãveÃs , ta is  que g = b a , ta is  que h = b,a, = bjà! , ta is
uJ lJ
que k$bg U k$ag = k$g e teus que k$b  ^ U k$a  ^ = k$b  ^ U k$a’^  = k$h .
Pontanto tf = q h = b a b, a, e semelhantemente tf = b a b! a! . En- u a  g g n n u g g n h
tnetanto  , ambo-ò 06 conjuntos { ag , b^ } e { ag , b  ^ } . são dcp ; 
segue que tf = b. b, aQ a^ , e também que tf = b b^ a . Fazendo
b = bg bh ’ a = ag ah ' b> = bg bh £ a' = ag aíi ' tm °ò qu(L { a ’ b } 
ÇA^ , e que { a' , b' } QS^-A^ e que £ = b a = b’ a’ . Todavia a ,
a’ , b e b’ são 2-negociáveis , jã  que todos os conjuntos { bg , 
bh } ’ { ag » ah } » { fag ’ bh } e { ag ’ ah } *áo dcp . Q
3.13 - Lema: Seja k > 4 . Então exÂste { g , h } A^  taJL que g 
e h são 2~negociãveís e ta l que tf = g h .
VemonòtAação: Temos dois casos a conòideAaA .
Caso í  : fg J  > 3 sempne que 1 4 i  4 n. .
Seja G = Qj g^  9  ^ • Eníão G € A^  . Pa^ ta cacía ,t com
1 4 i  4 n. temos peJto lema 3,10 que e x iste  { b. , br- } ^ A , ta l que/(, X. K.
b. e. b'- 4ão 2-negocXáve/Có , ta l que k$b. u k$b’.Ç^k$g. , e ta lX. /{, /C
qae g^  = b^  b^  . Assim G = bj bj b^  b^  . , .  b^  b^  . Pontanto , jã  que 
{ bn , b'm } é dcp sempne que m í  n , temos que G = bj b^  ••• b^  bj 
b^  b^  . . .  b^  . Fazendo g^  = bj b^  . . .  b^  e hg = b| b^  . . .  b^  íewioi
3 4
que G = gg hg e que ( 9 g , hg } , Mas , já  que o conjunto  
das permutações 2-negociáveis { b'j f b^  , , , ,  , b^ } é dcp , temos também 
que gg e 2-negoclãveZ . Semelhantemente hg também é 2^negociável.
Seja  F = f j  f 2  ^ • Então F € A  ^ . PaAa cada j  com
1 í  j\< í  , temos pelo coaoI ôaI o 3,12 que e x is te  { a - , a j  } QA^ t a l  
que ay e a j  são 2-negociáveis , t a l  que k$ay u  fc$aj = k$f 2j _ j  í ^ j  * 
e t a l  que 6%j-1  &2j = aj  aj  * Assim F = a? aj a^  a£ , . .  a^  a^  . Po i^- 
;tan£o , j ã  que { a  ^ , a  ^ } e dcp sempAe que m i n ,  temos que F 
= a.j a^  . . .  a^  aj a£ . . .  a^  . Fazendo g^ = a? a2 . . .  a^  e hp = aj a£ 
. . .  a^  te/no-á que F = g^ hj- , e que { g ^ , h^ } . Mas , jã  que
{ aj , a  ^ , . . .  , a^  } é um conjunto dcp das permutações 2-negociáveis , 
temos também que g^ é 2-negociável . Semelhantemente hj- também e 
2-negociãvel .
Resumindo , temos que f  -  G F = gg hg g^ h^ , e assim que
i  = 9q 9 f  hg h f já  que { h g , g^ } é dcp . PoAém os conjuntos 
.{ 9q > 9 f  } e í  h g , hj- } também são dcp , e pontanto as permuta­
ções gg tjp e hg hj- são 2-negociáveis . Definimos 9 = 9g g^ £ 
h = hg hp , e observamos que { g , fi } ÇA^ , e também que f  = g h .
Caso I I  : E x is te  1 t a l  que f g - f  = 3 .•“C
Temos neste caso s e is  situações a consldeAaA .
Situação 1 : f  = ( 0 1 2 )( 3 )(  4 ) € A Então f  = ( 0  1 ) ( 1 2 )  
( 3  4 )( 3 4 ) , e portanto f  = ( 0 1 )( 3 4 ) ( 7 2 )( 3 4 ) ,  e o 
lema fic a  s a t is fe i to  quando g = [ 0 7 ) ( 3 4 ) e h -  ( 1 2 )  ( 3  4 ).
Situação  2 :  f  = ( 0 1 2 ) ( 3 4 5 ) € A^  . Então f  = [ 0 1 ) ( 1 2 )
( 3  4 )( 4 5 ) = ( 0 7 ) ( 3 4 )  ( 7 2 ) ( 4 5 ) ,  e o lema fic a  sa- 
©
t ls fe u to  quando g = [ 0 1 ) ( 3 4 )  e h = ( 1 2 ) ( 4 5 ) .
Situação 3 : f  = ( 0 7 2 )( 3 4 5 ) ( 6 7 8 ) € A  ^ . Então f  =
CO H ( 7 2 ) ( 3 4 ) ( 4 5 ) ( 6 7 ) ( 7 * ) = ( 0 1 ] ( 3 4 ) ( 6 7 }
( 7 2 ) ( 4  5 ) ( 7 g ) = ( 0  7 ) í 3 4 ) ( 6 7 ) ( 2 5 ) ( 2 5 ) ( 7 2 )
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( 4  5 ) ( 7 8 ) = ( 0 1 )( 3 4 ) 1 6  7 ) ( 2 5 )( 1 5 4 2 ) ( 7 S ) , e
o lema fica t>a£Lt> fe ito  quando g = ( 0 1 ) ( 3 4 ){ 6 7 ) { 2 5 )  e 
fi = ( 7 5 4 2 ) ( 7 * ) .
Situação 4 : A > 3 e  ^ = 1^ 2^ ^ r  ^ ' onc^ e' cac^a componente.
cZcllca g . ê de comprimento trê s .
Suponkamos primeiro que r  seja par ; e , -'z. = 2p pa­
na algum In te iro  p > 1 . Então empregando o estratagema da -situa­
ção 2 , temos paAa cada j  c.om 1 4 j  4 p que existe  { h ■ , h'- }
J J
Q  , com h j e k j 2-negociáveis , e com k$kj  vj k$hj = 2/-7 
U k$g2j. = lz$g2j-_1 g2y , &*£ que 3 2y _ 7 9 2y = ^y • Eki^ 0 * 4*
{ h , h'm } e dcp sempre que m i n ,  temos agora que i  = 9 i 9%
. . .  q„ = k. k l h„ k l . . .  h k ’ = h, k„ . . .  k k l k l . . .  k' . Como ambos 2^ p 1 1 2  2 P P 1 2 p 1 2 p
os conjuntos { k- : 1 4  j  4  p } e { k) : 1 4 j  4 p } são dcp , te -J J
mos que k j k2 . . .  kp e k j k'2 . . ,  h1 são 2-negoclãvels . Sejam g 
= hj k2 . . .  k e k = k'i k ’2 . . .  kp . Observamos que { g , íi } ÇA^ e 
que i  -  g k . Is to  e , g e k satisfazem o lema quando r  fon. 
par .
Suponhamos segundo que r  seja Zmpar ; Is to  e , r  = 2p+l 
para algum In te iro  p > 1 . Sejam G = g^  g2 . . .  92p-2 e  ^ ~ $2p-l 
g2p g2p+j • Raciocinando como no parágrafo a n te rio r, conseguimos per­
mutações Uj e u2 2-negoclãvels ta is  que  ^ Uj , u2  ^ QA^ , ta is  
que k$Uj u k$u2 Q  k$G e ta is  que G = Uj u2 . Empregando o estra ­
tagema da situação 3 , conseguimos permutações Vj e v2 2-negoclã­
vels , ta is  que { v^  , v2 } , ta is  que k$vj u k$v2 Q k$H e 
ta is  que H = v^  v2 . Observando que o conjunto { u2 , Vj } e dcp , 
temos agora que f  = G H = Uj u2 v/j = Uj Vj u2 v2 . Sejam g = Uj v^  
e k = u2 v2 . Jã que os conjuntos { , v^  } e { u2 , v2 } são 
dcp , segue-se que g e k são 2-negoclãvels . £ obvio também 
que { g , k } ^A^ . Assim notamos que as funções g e k também 
satisfazem o lema quando r  fo r Impar .
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Situação 5 : A = 2 e = ( 0 1 2 ) e g2 ^ m  C-Ompnimento 2p+7 
> 3 . Pe£o £em 3,10 exlò te  { u ,  v } Q S ^ -A ^  •£<*£ que u e v 
-iao 2-negocXávecò , -ta£ que k$u U  k$v = e ^2 = u v ’
Segue que tf = 3 j  S 2 = ( 0 1 2 ) u v = [  0 7 ) ( 7 2 ) u v = ( 0 7 ) u  
( í 2 ) v . Se/am g = ( 0 1 ) u e h = { 1 2 ) v , Notamos que 
g e h sa tíò ^ a zm  o lema .
Situação 6 : é = 9] 6% > on^  9 j = ( 0 7 2 ) . Velo conolãnto 
3.12 , extòte { u , v } —S^- A  ^ ta l que u e v são 1-negooXã- 
veis , ta l que k$u u k$vÇ^k$Áj U k$62 = é2 & tf2 = 
a v . Segue que tf = ( 0 1 2 ) u v = ( 0 1 ) ( 1 2 ) u v = ( 0 1 ) u 
( 1 2 ) v . ObseAvamos que o lema' fiica sattò^eito quando g =
{ 0 1 ) u e h = { 1 2 ) v . D
3.14 - Teofiema: Seja  4 < k € w . Sejam m e n núnieAos in te iA o s
Impaties . Seja  tf € A^  . Então a equação tf = xn i f 1 tem solução
2<x , y> € Ak .
VemonòtAação: Velo lema 3.13 e x is te  { g , h } € A  ^ t a l  que tf = g h
e t a l  que g e h são 2-negociãvetò . Vontanto e x is tm  x e
y ta is  que k$x = k$g e k$y = k$h , ta tò  que x - g e y - In. e
ta tò  que xn = g e tf* = h . £ claAo que { x , y } Q  A  ^ e que
tf  =  x ^  .  D ^  ’
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CAPÍTULO JV - PERGUNTAS ABERTAS
Em função dos te.on.mcu> 3,08 e 3,14 kâ motivo 
d ita r que o problma de caracteAÍzar. todos os ternos 
para os quacò a palavra Bn Am ê un iversa l pana A^  
i ic a r resolvido .
Pergunta chave : Para k € w -  3 , pana p e q numenos
in te iro s  maZoh.es do que um , com p < k > q , e pana tf £ , se-
nJâ que exÁAte { x , y } Q  A^  ta l que x ê p-negociãvel e y q- 
negociJãvel e ta t que tf = x y ?
Obsenvamos que pana responder a pengunta chave basta mos- 
tnan que a nesposta e sim pana p e q números phimos ,
Nos Zmas 3.07 e 3.13 mostnamos que a pengunta chave
tem uma resposta afirmativa pana < p , q > = < 3 , 3 > e pana
< p , q >  = < 2 ,  2 >. respectivamente . Acreditamos numa resposta a-
fiirmativa para < p , q > = < 5 , 5 > também .
Observamos que , se a pergunta chave tm  resposta a^irmati 
va , então a seguinte afirmação e imediata : A paZavna Bn Am ê 
un iveua l paJta A^  se e x istm  pnimos p 4 k e q «  k ta is  que n 
e p sejam relativamente primos entre s i  e ta is  que m e q 
também o sejam .
Is to  não é claramente " s e  e somente se " taZvez , mas 
muito próximo , por causa da seguinte proposição .
4.01 - Proposição: Seja { m, n ,  k } Q<u-2 ta l que o menor m últip lo  
comum dos in te iro s  2 , 3 k é fator de ( m, n ) , is t o  é ,
mãximo d iv iso r comum dos números m e n . Então para cada tf 
'Sfo a equação tf = xn t f  tm  solução < x , y > € se e somente
pana acre- 
< m , n , k > 
pode logo
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■Se f  = ld  h k .
Vmonstração: Certamente -id t k = ( Id  h k )n ( Id  I- k )m , PaAa demons­
t ra r  o reciproco , observamos que se g € , então cada componente 
clcLica de g tm  comprimento que ê fa tor de m e n slm u ltã - 
neamente . Poàtanto { x , y } ^  Implica que xn t f1 = ld  h k , 0
Vimos que a proposição 4,01 nega fortmente a u n lv e rsa ll-  
dade da palavra Bn Am para .
Serã que existe  uma condição mais fraca que a anterio r 
para negar a universalidade da paZavra Bn Am para ?
Sena que a palavra B A  e un iversa l para A^  somente 
<se e x ls t irm  primos p 4 k e q 4 k ta is  que ( m , p ) = ( n , q ) =
1 ?
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